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Introduccidn

Entre las muchas relaciones numéricas que han despertado el interés de matematicos y
aficionados a la matematica, desde la época de los antiguos griegos, se encuentran aquellas que se
obtienen de la observacion de configuraciones de puntos que representan numeros, en una
secuencia de figuras geométricas. Estos nimeros se conocen con el nombre de ndmeros
figurados. En esta clase de nimeros se encuentran los llamados nimeros poligonales.

Los pitagdricos (500 a.C.), para quienes los niumeros enteros tenian un significado muy especial,
influenciados por modelos regulares, descubrieron que los ndmeros tenian formas, y
contemplaron en especial propiedades de los nimeros cuadrados.

Los griegos realizaron también interesantes estudios con nimeros pentagonales, hexagonales y
otras formas. Representaban los nimeros enteros por medio de configuraciones de puntos con
formas geométricas muy simples que los caracterizaban. Estos modelos visuales se constituyeron
en un importante recurso, ya que les permitia descubrir propiedades numéricas y caracteristicas
propias directamente de la observacion de los objetos geométricos, y les sugeria caminos para
lograr una demostracion mas formal.

Los primeros trabajos matematicos de los pitagoricos fueron sobre los nimeros poligonales.
Diofanto de Alejandria (200-284 a.C.) también trabajo con estos nimeros, legando importantes
resultados.

La construccion gradual o recurrente de los nimeros poligonales, que conjuga elementos de
aritmética, algebra y geometria, lo hacen un tema interesante e inicialmente sencillo, que puede
ser tratado en diversos niveles de ensefianza.

En este trabajo se presenta de manera resumida la tematica de nimeros poligonales, incluyendo
algunas relaciones interesantes y actividades en el tema. El uso de herramientas computacionales,
en particular de software matematicos con capacidades graficas y dinamicas, en el estudio de
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nameros poligonales, potencian actividades de exploracion y descubrimiento de propiedades de
estos numeros.

Numeros poligonales

Una descripcion mas explicita de nimero poligonal se presentara posteriormente.

Numeros triangulares

Los nimeros triangulares son aquellos nimeros naturales que se pueden representar mediante
una configuracién de puntos con forma de tridngulo, con igual cantidad de puntos sobre cada
lado, y que se construyen agregando, siguiendo un principio de recurrencia, una cantidad de
puntos a la configuracion del nimero triangular inmediatamente anterior.

La siguiente figura presenta las configuraciones de los cuatro primeros nimeros triangulares:
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Aunque un numero triangular no queda definido de manera explicita, se desprende claramente a
partir de las figuras, un principio de formacion o ley de recurrencia de estos nimeros.

Si se denota por T,, T,, T,, ... alos nimeros triangulares obtenidos en la primera, segunda,
tercera, ... etapa, se observa:

Etapal |T,=1 T, =1
2 |T,=1+2 T,=3=1+2=T,+2
3 | T, =1+2+3 T,=6=3+3=T,+3
4 | T, =1+2+3+4 T,=10=6+4=T,+4

obteniendo una ley de formacion de estos numeros:

e EIl numero triangular que ocupa el lugar n, n>1, denotado T, se obtiene del nimero
triangular anterior T, afiadiéndole el nimero entero n.
Tn = Tn71 +Nn
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De la observacion anterior se obtiene que: T, =1+2+3+---+n, relacion que permite obtener
de manera explicita el nimero triangular que ocupa el n-ésimo lugar:
n(n+1)
T, =——"
2
Observaciones

1. Los pitagéricos dedujeron esta formula a partir de la observacion de ndmeros que se
representaban por figuras de nx(n+1) puntos:

nt+l

2. La misma relacion la obtuvieron de la representacion del nimero cuadrado (n+1)?, que se
obtiene agregando a la figura anterior una columna con n+1 puntos.

ntl

n(n+1)

n— 2

3. En lafigura anterior se observa también, que la suma de dos nimeros triangulares sucesivos,
de lugares ny n+1, es un cuadrado perfecto: T, +T,, =(n+1)?

Especificamente:  2-T_ +(n+1)=(n+1)° obteniendo: T

4. Los numeros triangulares se forman como sumas parciales de la progresién o sucesion
aritmética:
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1, 2, 3, 4,5, ..

obteniendo la sucesion de numeros triangulares:

1, 1+2, 1+2+3, 1+2+3+4,..]

tal que el n-ésimo numero triangular es: T,

Actividad 1

Se cuenta con 10000 fichas circulares.

:1+2+---(n—1)+n:M

a) ¢Cual es el mayor nimero triangular que puede representar con las 10000 fichas?
b) Si con las 10000 fichas se construyen, uno tras otro, los nimeros triangulares: 1, 3, 6, 10,
etc. ¢Cual es el mayor nimero triangular que se alcanza a construir?

Nota

a) Con apoyo de un software geométrico, se puede construir de

diversas maneras,

configuraciones geométricas de numeros triangulares, usando las transformaciones
geomeétricas (traslaciones, reflexiones, rotaciones, homotecia).

b) Con un software con capacidades algebraicas y graficas,

se puede apoyar el estudio

aritmético, algebraico y grafico. Por ejemplo, la siguiente figura presenta el grafico, en
coordenadas cartesianas, de los pares ordenados (n,T,):

NUmeros Cuadrados
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Los nimeros enteros asociados a configuraciones de puntos con forma de cuadrados, se Ilaman

nimeros cuadrados.

La siguiente figura muestra las configuraciones de los cuatro primeros nimeros cuadrados:
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Si se denota por C,, C,, C,, ... a los nimeros cuadrados obtenidos en la primera, segunda,
tercera, ... etapa, se observa:

C, =1 c,=1
C,=1+3 C,=4=C,+3
C,= 4+5=1+3+5 C,=9=C,+5
C,= 9+7=1+3+5+7 C,=16=C, +7

obteniendo una ley de formacion de estos numeros:

e El ndmero cuadrado de lugar n, n>1, denotado C, se obtiene del nimero cuadrado de
lugar n—1, denotado C, , afiadiéndole el nimero entero impar 2n-1
C,=C, ,+(2n-1)

La configuracion que se afiade a C,, para obtener la figura del nimero cuadrado C, tiene la
forma de una escuadra (llamada gnomon por los pitagoricos), con 2n—1 puntos.

Observaciones:

1. Los nimeros cuadrados corresponden a las sumas parciales de los términos de la progresion
aritmética con primer término 1y diferencia constante d=2:
1 3 5
obteniendo la sucesion de nimeros cuadrados:

1, 1+3,1+3+5 1+3+5+7,..

2. De la observacion anterior se obtiene que:
C,=n*=1+3+5+--+(2n-1)
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3. De la observacion de las configuraciones de nimeros cuadrados se
obtiene una relacién entre nimeros cuadrados y ndmeros triangulares: | ©= ° ° @
Cn =Tn_1 +Tn - - @ @
4. Resumiendo, el nimero cuadrado que ocupa el n-ésimo lugar, o el | * v %
correspondiente a la etapa n cumple las siguientes relaciones: & & o

Ch= 1+3+5+---+(2n—1):n2

NuUmeros pentagonales

Los nimeros enteros asociados configuraciones de puntos con forma de pentdgonos, se Ilaman
nameros pentagonales.

Las configuraciones de los tres primeros nimeros pentagonales son:

1 5 12

Denotando por P,, P,, P,,... alos nimeros pentagonales, se tiene que:

P =1 P=1

P,=1+4 P,=5=P, +4
P,= 1+4+7 P,=12=P, +7
P, = 1+4+7+10 P,=22=P, +10

obteniendo una ley de formacion de estos numeros:
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e El numero pentagonal de lugar n, n>1, denotado P, se obtiene del nimero cuadrado de
lugar n—1, denotado P,_; afiadiéndole el nimero entero impar 3n-2
P,=P,4+(@Bn-2)

Observaciones

1. Los nimeros pentagonales corresponden a los términos de la sucesion de sumas parciales de
la progresion aritmética con primer término 1 y diferencia constante 3:
1, 4, 7, 10, 13, ...
cuyo n-ésimo término es 3n-2, obteniendo la sucesidon de nimeros pentagonales:

1, 1+4, 1+4+7, 1+4+7+10, .. |

2. El n-ésimo numero pentagonal correspondea: P, =1+4+7+---+(3n-2)

3. Una manera de obtener una formula explicita del nimero pentagonal P, es:

P= 1 + 4 + + 3n5 + 3n-2
P= 3n2 + 3n5 + + 4 + 1
2P= 3n-1 + 3n1 + + 3n1 + 3n-l

n(3n-1)

obteniendo: 2P, =n(3n-1), dedonde: P, = >

4. Otra relacién interesante que se observa es la siguiente: cada nimero pentagonal, a partir del
segundo, se puede representar como la suma de un nimero cuadrado y un nimero triangular:

P,=4+1 P3=9+3, P;=16+6,

(n-=Hn _n@Bn-1)
2 2

relacion que se expresa: P, =Cp +Tph_1 = n?+ para cada n>1.

Actividad 2

1. ¢Qué clase de nimeros poligonales se obtienen calculando el promedio entre n®> y n, para
n=123...7

2. Respecto de la relacion entre ndmeros pentagonales, cuadrados y triangulares. En la
configuracion de un nimero pentagonal, identificar una configuracion del nimero cuadrado
y triangular.

Observacioén

Continuando con el procedimiento seguido en la construccion de configuraciones de puntos de
los numeros triangulares, cuadrados, pentagonales, se puede deducir que los ndmeros
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hexagonales corresponden a los términos de la sucesion de sumas parciales de una progresion
aritmética con primer término 1y diferencia 4:

1, 59,13, ..

Actividad 4
1. Obtener los cinco primeros nimeros hexagonales y obtener una formula explicita para el n-
ésimo numero hexagonal H,

2. (Existen numeros, distintos de 1, que son al mismo tiempo nUmeros triangulares y
cuadrados?.
3. Lasiguiente secuencia de nimeros:
[685, 836, 1002, 1183, 1379, 1590, 1816, 2057, 2313, 2584, 2870]
corresponden a numeros poligonales consecutivos asociados a un poligono de m lados.
Determinar m.

NUmeros poligonales

Una descripcion méas explicita de namero poligonal es la siguiente:

Sea m un numero natural fijo, m>3.

Los numeros m-poligonales (triangulares, cuadrados, etc.) son aquellos nimeros naturales que se
pueden representar mediante una configuracion de puntos con forma de un poligono de m-lados,
que han sido construidos, anidando la configuracion del namero m-poligonal inmediatamente

anterior, y cada vértice homotético respecto de un vértice comun, tal que:

e Las anteriores configuraciones de poligonos de m-lados, corresponden a los ndmeros m-
poligonales que tienen sucesivamente uno, dos, tres, ... puntos sobre cada lado del poligono.

e EIl numero total de puntos en la configuracion de la k-ésima etapa, donde hay k puntos sobre
cada lado, corresponde al k-eésimo nimero m-poligonal:

Q(m,k)
Este nimero corresponde a la suma de los términos de la progresion aritmética:
1, 1+(m-2), 1+2(m-2),...1+(k-D)(m-2)
Luego:

Q(mk)=1 + 1+(m-2) + 1+2(m-2) + ... + 1l+(k-1)(m-2)
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obteniendo:  Q(m,k) =k + (m—2)2(k—1)k

K2+ (m-2)(k —1)
2

expresion equivalente a:  Q(m,k) =

de modo que, para k=1, 2, 3, 4, 5, ... se obtiene la sucesién de nimeros m-poligonales.

Nameros poligonales con DERIVE*

Se definen las siguientes funciones en DERIVE:
Q(MmKk)=k(2+(m-2)(k-1))/2

Poligonal(m,r,s): = vector([k,Q(m,k)], k, r, S)
Usando estas funciones:

e Para m=3, se obtienen nimeros triangulares asignando a k los valores 1, 2, 3, ... . Por
ejemplo:

i 2 3 4 5 b ? 8 7 1@
poligonal{3, 1, 18) =

1 3 6 18 15 21 28 36 45 55
68 61 62 63 64 65
1838 1871 1953 2816 26888 2145 ]
n-{n + 13
2

poligonal{3,. 68, 65) = [
q{3,. n} =

e Para m=4, se obtienen nimeros cuadrados. Por ejemplo:

1 2 3 4 5 & 7 8 9 18
1 4 2 16 25 36 49 64 81 104

2
g{4. n} = n

poligonal{4, 1, 18} =

e Para m=11, se obtienen nimeros 11-poligonales, y la formula explicita del n-ésimo ndmero

oligonal es:
Polig n-{?-n — 7}

2

g{ll. n} =

* DERIVE: software computacional de propdsitos matematicos con capacidades de calculo numérico, simbélico y
grafico, especialmente disefiado para la ensefianza de la matematica, de ensefianza media y superior.
http://www.ti.com/calc/latinoamerica/derivewin.htm
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Actividad 5

a)
b)

c)

De las configuraciones de nimeros cuadrados se obtuvo una relacion de éstos con numeros
triangulares. Escribir la relacion.
Calcular T, +2T,, T,+2T,, T,+2T,, donde T, representa el n-ésimo numero triangular.

Identificar estos nimeros, enunciar la propiedad que observa e intentar demostrarla.
De manera anéloga, identificar los nimeros T, +3T,, T,+3T,, T,+3T,.

Observaciones finales

1.

Un importante teorema establecido por P. Fermat (matematico francés, 1601-1665), y
probado 160 afios mas tarde por Cauchy (matematico francés, 1789-1857) es:

Todo numero natural es un nimero m-poligonal, o la suma de a lo mas m nimeros m-
poligonales

En particular:

e Todo numero natural es un namero triangular, o es suma de a lo mas tres nimeros
triangulares.

e Todo numero natural es un nimero cuadrado, o es suma de a o mas cuatro nimeros
cuadrados.

Otros resultados, obtenidos por C. G. Bachet (matematico francés, 1581-1638) son:

a) Todo numero m-poligonal es suma de un nimero triangular que ocupa el mismo lugar y
(m-3) veces el nimero triangular que ocupa el lugar inmediatamente anterior.

Q(m,n)=Q(3,n)+(m-3)Q(3,n-1)

Este resultado sefiala que la sucesion de nimeros poligonales que ocupan el mismo lugar,
constituyen una progresion aritmética. Por ejemplo:

Ocupan el lugar 2 = [3,. 4. 5. 6. 7. 8, 7, 18]
Ocupan el lugar 3 = [6,. 9. 12, 15, 18, 21, 24, 27]
[18. 16. 22, 28, 34, 48, 46. 52]
Ocupan el lugar 5 [15,. 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85]
Ocupan el lugar 11 = [hb. 121. 176, 231, 286. 341, 396, 451]

Ocupan el lugar 4

b) Q(m,n) = Q(m-1,n) + Q(3, n-1), paratodo m,ne IN, m>3
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3. Actualmente, los avances alcanzados en tecnologia computacional junto con el desarrollo de
software matematicos, han permitido experimentar con numeros poligonales y asi, encontrar
propiedades de estos nimeros y obtener curiosas relaciones y conjeturas.

a) Por ejemplo:
e Los numeros 21, 2211, 222111, 22221111, ... asi como los nimeros 55, 5050,
500500, 50005000, 5000050000, ... son triangulares.
e Las dos listas siguientes de nimeros poligonales:

i 2 3 4 5 6 7 8 7 18
poligonal{3. 1. 18) =

i 3 6 18 15 21 28 36 45 G55
[ 1 2 3 4 5 b 7 B 9 18 ]

poligonal{6, 1, 18) =
1 6 15 28 45 66 71 128 153 198

permiten observar que el 45 es un ndmero triangular que ocupa el noveno lugar y es el
quinto nimero hexagonal y 45=9*5.

Otro numero triangular y hexagonal es 4950, y es tal que Ty, =H,, =4950 y
99*50=4950.

e Lasiguiente proposicion se encuentra en estado de conjetura:

¢Es cierta la observacion anterior para todos los numeros que son al mismo tiempo
triangulares y hexagonales?

b) Notar que para cada numero natural m, Q(m,n) es una expresion cuadratica. Luego, los
pares ordenado (n, Q(m,n)) son puntos de una parabola. La visualizacion de los gréficos
de estos conjuntos en el plano cartesiano ha permitido realizar interesantes exploraciones
y plantear nuevas conjeturas.

4. Estudios, andlogo al de numeros poligonales en el plano, se han realizado con
configuraciones de nimeros en tres dimensiones, formando pilas piramidales de esferas sobre
bases triangulares, cuadradas, etc.

Por ejemplo, los primeros nimeros 3-piramidales son: 1, 4, 10, 20, ...,y los primeros nUmeros
4-piramidales son: 1, 5, 14, 30, etc.

Finalmente, cabe sefialar la importancia de los nimeros poligonales y nimeros figurados en la

Teoria de los NUmeros, cuyo estudio ha contribuido con importantes resultados e interesantes
desafios.
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