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La férmula de Wallis y el calculo de “volimenes”
de bolas unitarias en R"

Genaro Castillo Guzman'!
Instituto de Matematica y Fisica
Universidad de Talca

En la primera parte de este trabajo se establecerd la férmula de Wallis (matematico inglés
1616-1703) para el nimero m como el limite de una sucesién muy especial. Aunque esta
hermosa formula no esta directamente relacionada con lo que viene a continuacién, si lo
estan sus precedentes: dos sucesiones definidas a través de integrales de potencias de sin x.

A nosotros, los involucrados en la ensenanza de la matematica, por el continuo roce con
algunos de sus objetos se nos hacen familiares y a veces aminoran la capacidad de asombro y
parece algo casi natural que el 4rea de un disco de radio r sea 772, y el volumen de una bola
sea %7#3, en ultimo caso renunciamos al ente inquisitivo y lo adjuntamos a la fragil memoria.
Aqui refrescaremos esos resultados y mediante una audaz extrapolacién nos lanzaremos al

abordaje en “canicas”de IR* y de ahi a IR".

JExistird algun inédito de Borges, hincha de los imposibles, donde sugiera como chutear un
sittico penalty con una bola de IR1? (ya es complicado hacerlo en IR* con una bola de IR?).

De todas maneras no son tan inalcanzables las cosas que vamos a desarrollar, necesitamos
saber que la derivada de cosz es —sinx, induccién, cambio de variable en integracion e
integracion por partes.

Seamos concretos: mediante integracién por partes y usando induccion matemaética, para
n=1,2,--- se puede establecer la formula

En efecto, sin =1,

7 )
I, = sin“ z dx
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Supongamos la férmula valida para n, entonces

s

? i ond2
Iopio = sin rdx
0

jus
2
/ sin®" z sin® z dx
0

3
/ sin®* z(1 — cos® z) dw
0

us
2

3 )
= sin“" x dx —
0 0

Esta tltima integral la realizaremos por partes.

sin® 2 cos® x dx

Escribimos
u=cosr — du=—sinzdzx
gin2rt! o

dv =sin®zcosxdr — v=—"
2n+1

Entonces,
. jus
cos  sin®" 1 ¢ x 2 gin?" 2 ¢
: ST e
0

LR T
/ sin"Mrdr = / sin® x dx —
0 0 2n+1

us
2
/ sin®"*? ¢ dx
0

2 1
/ sin? zdr — 0 —
0 2n+1

Cambiando la integral del lado izquierdo al derecho de la igualdad, y factorizando

1 g T
(1 - ) /2 sin?""? x dx = /2 sin®" x dx
2n+1/ J, 0
Usando la hipotesis de induccién

2n+2 (2 1- 2n — 1
o /2Sifl2n+2xdx:z- 3:5---(2n— 1)

an+1J, 2 246 --- (2n)

Despejando

; 2 2:4-6 --- (2n)(2n+2)

y la férmula se considera demostrada para todo niimero natural n.
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De manera analoga, para n = 1,2, --- se puede verificar la férmula

™

2.4 ... (9
Iy = /2 sin? ™z dr = (2n)
0

3.5 (2n—+1)

™

Como en el intervalo [0, 5], 0 <sinx < 1, resulta la cadena de desigualdades

0 <sin? 2z <sin?Ma<sin?z <1

La integral entre 0 y 7 conserva esta cadena

L 2n+2 L 2n+1 L 2
0< sin“" " x dx < Sin“"" x dx < sin“" x dx
0

0 0

es decir
0 < Iopto < Iopgq < Iy,

Dividiendo por I,
Lony2 < Ionia

<1
[211 o IZn -
pero
Iynpo m 1:3:5---2n—1)2n+1) 2 2-4-6 ---(2n) 2n+1
Iy 2 246 -~ (20)2n+2) 7© 1-3-5---(2n—1) 2n+2
de donde
27’L+1 < Ign+1 <1
2n + 2 .[Qn -
De este sandwich se obtiene que si n — +o00 entonces 2ntl 1
2n
Ahora,
Lypyn 24 -+ (2n) 2 2-4 .- (2n)
Iy, 3-5---(2n+1) m 3-5---(2n—1)
Multiplicando esta igualdad por m
I2n+1_2 2:4 - (2n) 2-4-6 - (2n)
Ly = 3:5--(2n+1) 1-3-5---(2n—1)
. (2n)!
Es facil ver que 2-4---(2n) =2"nl yque 1-3-5---(2n—1) = prmii los productos se
"n!
pueden expresar en forma mas concisa
2"'n!  2"n! 24n 1 (4 Dy
Cemien) el T [2n)2(2n+ 1) I

2! 2nn!
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I,
11
Como -

— 1, resulta
2n

24n+1(n!)4

La convergencia es bastante lenta pero la expresion es muy bonita.

Ahora buscaremos maneras de relacionar estos resultados con areas y volimenes de bolas
unitarias.

Por bola unitaria en el espacio IR"™, respecto a la métrica euclideana, entenderemos
y por bola de radio » > 0 en R" a
Bn(r):{<l’1,"' ,.Tn) ER”/£%++1’%§T2}

Ejemplo 1. Las bolas unitarias en IR, IR*, IR® son, respectivamente

Bi(l)={z, e R/ 2} <1}

x2
P

b
==—W
71%% 1 'z

S~~~

Bg(l) = {(Il,l’2> € R2 / l’% +I‘§ < 1}

By(1) = {(w1, 2, 73) € R* / 2% + 23 + 23 < 1}
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Si A C IR™ y r es un niimero positivo se define
rA:={r(z, -+ ,z,) / paratodo (z1,---,z,) € A}

La intuicién nos dird que si r > 1, entonces el conjunto A se expande uniformemente (man-
tiene forma original); si r < 1, el conjunto A se comprime uniformemente; si 7 = 1, entonces
el conjunto A no sufre modificaciones.

Ejemplo 2. Si A es el rectdngulo en IR?,

A=[-1,2] x [0,1]

entonces fT‘ )

2A = [—2,4] x [0,2]

es el rectdngulo de la derecha.

Ejemplo 3. Si A = B, (1) es la bola unitaria en IR™, entonces rA = B, (1) es la bola unitaria
de radio v en IR"

Cuando trabajamos en R y A es el intervalo [a, b], entonces para el nimero (b — a) usamos

la palabra “largo”; si estamos en IR? y A = [—1,2] x [0, 1] para el niimero 3 - 1 = 3 usamos
la palabra “4rea”; si A =[—1,1] x [-1,1] x [=1,1] en R? al nimero 2-2-2 = 8 le llamamos
“volumen”.

En general, admitamos que a ciertos sub-conjuntos A de IR™ se les puede asignar un ntimero
real que llamaremos volumen o contenido, lo anotaremos vol(A) sin importar la dimensién
del espacio donde esta sumergido A.

Para poder continuar vamos a tener que aceptar el siguiente resultado:
Si A es un subconjunto de IR™ cuyo volumen eziste, entonces vol(rA) = r"vol(A)

Al menos observe que en el ejemplo 2, vol(A) = 3-1 =3, y vol(2A) = 6-2 = 12 = 2%v0l(A).
Ademas, bastara calcular el volumen de la bola unitaria en IR™ para obtener el volumen de
la bola de radio r en IR™ por la férmula

vol (B,(r)) = wol (rB,(1)) = r"vol (B,(1)) (1)

5

1
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= Sin =1 la bola unitaria es

Bi(1)={r, € R/ 22 <1} -1 0 — N

ademas,

vol(B1(1))=1—(-1)=2 (largo)
Por la relacion (1)

vol(By(r)) = 2r
» Sin =2 la bola unitaria es By(1) = {(x1,22) € R? / 22 + 23 < 1}.
Si cortamos el disco por una recta paralela a x5 que pase -
por x; con —1 < x; < 1 se produce un intervalo de o =22
radio \/1 — 22, su “largo”serd By(y/1 — 23) = 24/1 — 2%. // \
Ademds, se acepta como édrea de By(1) a _1:\ L /:1 -
1 py/1-22 1 S| A
vol(By(1)) = / / dxo dry = 2/ 1 —2?dxy
—1J—y/1-2%

-1

Esta integral se puede interpretar como la integral de una bola de radio /1 — 22 pero
en un espacio de dimensién una unidad inferior al que se esta tratando.

Para relacionarlo con las férmulas de los I,, de Wallis, hacemos el cambio de variable
rp = cos, entonces si 71 = 0 se tiene z = T ; y si 71 = 1 resulta x = 0. Ademds,
dx; = —sinx dx. Luego,

vol(By(1)) = 2/ 2sinz(—sinx) dx

us

3
= 2~2/ sin? z dx
0
= 27)0[(81(1)) [2
- 92.9.

N

= (érea)

(ORI
DN | —
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Por la relacién (1)

vol(Bsy(r)) = mr?

» Si n =3 la bola unitaria es B3(1) = {(z1, 29, 73) € R* / 23 + 23 + 22 < 1}.

Al cortar la bola unitaria de IR? por un plano paralelo a
Tox3 que pase por x; con —1 < xq < 1 la seccién que se
produce en la bola es un disco de radio /1 — z%, asi que

su drea serd m(y/1 — 2%)? (por el caso n = 2).
Luego,

vol(By(1)) — /_1 w (\/1—73@)2 day

1

_ 2UOZ(BQ(1))/Olvoz (BQ (M)) day

Otra vez podemos interpretar esta integral como la integral de una bola de radio
/1 — 2% pero en un espacio de dimensién una unidad inferior al estudiado.

La integral en cuestion se puede calcular directamente pero para relacionarlo con las

férmulas de los I, de Wallis, hacemos el cambio de variable x; = cosz, entonces
17=0 — =5 ;si 1y =1 — 2=0,ademds dr; = —sinxdz.
Luego,

vol(Bs(1)) = 2/ 7sin? o(—sinz) dr

us

N

= 21}0[(32(1))/2 sin® x dw

0
= ZUOZ(BQ(l))[g

2 4
= 27- 3= % (volumen)
Por la relacién (1)
4

vol(Bs(r)) = ?ﬂ 3

= Sin =4; en la bisqueda de apoyos para convencer a un interlocutor o convencerse a
si mismo, hacemos referencia a los graficos o figuras pero cuando n > 3 ésto se nos
complica, asi que vamos a hacer el tltimo intento incluso vamos a sofisticar el lenguaje:
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Si cortamos la bola unitaria de IR* por un “hiper-
plano”paralelo al hiperplano xsx3x4 que pase por x;
con —1 < z; < 1, la hiperseccién que se produce en

B\

=%

la bola de IR? es una bola de R?® de radio /1 — 22, v(
asi que su volumen serd (y/1 — %) (por el caso
n = 3) 1

Luego,
! A 1 3
ol = [ B (yi-at) =2 [ (Vimat) an

La sustitucién x; = cos x convierte a esta integral en

4r o 1-3  7?
By(1)) = 2vol(Bs(1) [, =2 — . L. 22 _ T
wl(B(1) = 200l By()) =2 0 5 25 =T
Por la relacién (1)
2

vol(By(r)) = % r

= Siguiendo con este proceso se puede inferir que para n > 2
vol(B, (1)) = 2vol(B,-1(1)) I,

Para simplificar esta notacién tan ampulosa, definamos a,, := vol(B,(1)). La relacién
precedente establece

a, = 2&71,1[71 (2)

Nuestro objetivo serd ahora buscar una férmula para as,

De (2) se deducen todas estas igualdades

azp, = 2a9n-1 Iop , op—1 = 2a2p-2 lop1

Aop—2 = 202,-3 Iop—2 ) Aop—3 = 2025—4 Iop_3
Dividiéndolas convenientemente

_ I _ —o Iy
(i) a2n  Q2p—1  f2n (ii) Qon—1  Q2n—2 lo2p-—1

Qon—2  A2p—3 lon—2 Qop—3  G2p—a lop—3
Reemplazando (ii) en (i), se obtiene

Q2n  Q2p—2 Iny 1oy

A2p—2 on—a Lon—3 Iopn_o

8
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Reemplazando los I,, de acuerdo con su definicién se llega a

Q2n, n—1 a2

A2n—2 n A2n—4

Esta relacion permite expresar

Qo ag 2-3-4---(n—-1) 7w 2 7«
Qop—o Qo 3-4-5 -+ n 2r n n
Luego
Qg ™
Qg 3
as ™
Qg 4
Aon s
A2p—2 n
Multiplicando ambas columnas y simplificando
g Aasg QAon m™ T ™
as Qg aop—2 3 4 n
Aoy, 7].71—2
ay 3.4...n
ﬂ,2
Como ay = %
7.[.n72 71'2 7'(‘"
(gn = et
3:4--n 2 n!

Se obtiene asi la férmula

vol(Ban(1)) = o7

Se invita a verificar que

aon41 2
Aop—_1 2n+1
lo que conduce a
2n+17rn

@t =135 20+ 1)

O sea
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vol(Bani1(1)) = 155

1-35(2n+1)

Por 1ltimo, observe que

lim agp — 0 y lim Aon+1 = 0

n—-4oo n—-4oo

No le parece sorprendente que a medida que aumenta la dimension el volumen de la bola
unitaria respectiva se haga cada vez mas pequeno? Respuesta: si! ... se puede encontrar una
poesia debajo de una piedra.
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