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Resumen

Un tema clasico en la enseflanza de la matematica, tanto a nivel
medio como superior, lo constituye el estudio de las propiedades y
clasificacion de las conicas (curvas del plano de grado 2). No sucede lo
mismo con el natural paso siguiente, las curvas cubicas (curvas del
plano de grado 3). Hay razones de peso para esto. En realidad estas
curvas se dejan estudiar mejor y completamente con las herramientas de
la geometria algebraica. Sin embargo, estas materias estan reservadas
para cursos mas avanzados de matematica. Conscientes de esta realidad
este trabajo hace un intento en adentrarse en el mundo de las cubicas,
con herramientas elementales de matematica, tomando como base uno
de los primeros estudios de estas curvas, realizado por Newton en los
albores del nacimiento de la geometria analitica.

Introduccion

El nacimiento de la geometria analitica en el siglo XVII, con los aportes finales de los
trabajos de Fermat® (Francés, 1601-1665) 'y, principalmente, Descartes’ (Francés, 1596-1650),
que reunia la potencia del algebra con la geometria, permitiendo identificar curvas con
ecuaciones y viceversa, proporciond un ambiente nuevo y poderoso para estudiar y re-estudiar
algunos problemas geométricos importantes. Asi por ejemplo [Be], Fermat y Descartes,
observaron que las ecuaciones de primer grado ax+by+c =0, correspondian a lineas rectas y

que las ecuaciones de segundo grado
ax’ +bxy +cy’ +dxy +ex+ fy+ g =0, e))

a las conicas estudiadas por los Griegos. Fermat, en particular, probd que toda ecuacion del tipo
(1), via rotaciones de ejes y traslaciones paralelas a los ejes, podia reducirse a un conjunto de
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* «“La Géométrie”, que incorpord como apéndice de su trabajo filosofico “Discours de la Méthode” del afio 1637.

23



Revista del Instituto de Matematica y Fisica. Aifio 10, N° 14 Noviembre 2007

ecuaciones mas simples. Mas tarde Euler (Suizo, 1707-1783) demostrod que estas ecuaciones eran
justamente 9:

Elipse Elipse imaginaria Par de rectas complejas que se
intersectan en un punto real.

x § % z

I
N

x*/a*+y*/b* =1 x*/a*+y*/b* =-1 x*/a*+y*/b*=0
Hipérbola Par de rectas que se Parabola

intersectan

S

x*/a’-y*/b*> =-1 x*/a*-y*/b* =0 y>—px=0
Par de rectas paralelas Par de rectas complejas paralelas Par de rectas coincidentes
x*—-a*=0 x> +a* =0 X’ =0

Donde a, b y p son todos distintos de 0. La identificacion de las coénicas griegas con las
ecuaciones de grado 2, fue uno de los primeros logros de la naciente geometria analitica.

Sobre curvas algebraicas y puntos especiales
En general, se llama curva algebraica real a toda curva correspondiente al grafico de una
ecuacion polinomial del tipo f(X,y)=0. El grado de f se llama grado de la curva. Asi, por

ejemplo, las conicas son curvas de grado 2.
Recordemos [Va] que un punto P de una curva f(X,y) =0 se dice simple o no singular si

algunas de las derivadas parciales de f, f, o f, no se anula en P. En caso contrario, el punto P
se denomina singular. Es decir, en un punto singular P: f,(P)= fy(P) = 0. Un punto doble es un

punto donde la curva se corta a si misma. Si en un punto doble, la curva tiene dos tangentes
distintas, el punto se denomina nodo; y si sus tangentes coinciden, el punto se llama cuspide. Un
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punto de inflexion P de una curva, es un punto de la curva que no es doble, en el cual la recta
tangente tiene un contacto de orden dos con la curva.

Curvas cubicas
Las curvas de grado 3, son denominadas curvas cubicas. Analogo a (1), la ecuacion general de
una cubica es:

ax’ +bx?y+oxy® +dy’ +ex> + fy> + gxy + hx+ky +1=0, (2)

con alguno de los 4 primeros coeficientes no nulo, que depende de 9 constantes independientes'.
Luego, una cubica queda determinada por medio de 9 condiciones independientes.

Con respecto a la clasificacion de las cubicas, Newton fue el primero en emprender esta tarea,
que en la practica resulta ostensiblemente mas compleja que el caso de las conicas. Su estudio lo
empez0 el afio 1676, pero solo fue publicado el afio 1704. Considerando transformaciones de
coordenadas adecuadas, Newton clasifica las cubicas en 4 tipos [Ta]:

Caso I: Cubicas hiperbolicas, xy* +ey = ax’ + bx* +cx+d

Caso II: Cubica tridentes. Xy = ax’ +bx*> +cx+d

Caso III: Cubicas parabdlicas divergentes®, y* = ax® +bx* +cx+d
Caso IV: Cubicas parabdlicas. y = ax® +bx* +cx +d

La mas famosa de las cubicas del caso I, es la denominada Bruja de Agnesi (Maria Gaetana
Agnesi, matematica italiana, 1718-1799), cuya ecuacion general es Xy* = a’(a— X), cuyo tipico
grafico es

+ ™

M__
L

24

4

Grafico de xy’ = 4(2—X)

Un gréfico tipico de una cubica tridente es

' Si bien, hay 10 parametros, es claro que dividiendo por uno coeficiente no nulo, se obtienen 9 constantes
independientes.

2 Newton llamo a este tipo Parabola neilina, en honor al matematico Inglés William Neile (1637-1670), quien fue el
primero en calcular la longitud de arco de una cubica parabolica.
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Graficode y = x> +1/X

Ejemplos de cubicas del caso III seran revisados mas adelante. Las cubicas del caso IV son
mas conocidos, pues corresponden las funciones cubicas estudiadas en un curso estandar de
calculo.

De acuerdo al analisis de raices de diferentes polinomios y relacion de las cubicas con sus
asintotas, Newton distingue diferentes especies de ctbicas de cada caso: 65 especies en el caso I,
lenelcasoll,5enelcasoIlly 1 en el caso IV. En total distingue 72 especies diferentes.

Newton fue un paso mas alla. Postuld, que usando proyecciones entre planos, todas las
cubicas pueden ser obtenidas a partir de las cubicas del tipo III. Esta aseveracion fue

posteriormente demostrada, en el afio 1731, por Alexis Clairaut (Francés, 1713-1765). Clairaut
considero superficies ctbicas en el espacio del tipo

zy® =ax’ +bx*z +cxz? +dz’ 3

y demostré que toda curva cubica es la interseccion de un plano con una superficie cubica del
tipo (2).

Observacion: Es claro que, luego de aplicar sucesivamente los cambios de coordenadas
(x,y)— (x/a,y) y o (xy)=>(x=b/3y)

a una ecuacion cubica del caso III, ésta se transforma en la cubica, conocida como ecuacion de
Weierstrass:

y> =%+ px+q “4)

Una clasificacion de las ctbicas
Siguiendo las ideas de Newton [Fe], las cubicas (4) se clasifican de acuerdo a las raices de
la ecuacion cubica reducida

X’ + px+q=0. )]
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Como es sabido [Re], las posibles situaciones que presentan las raices de (5) dependen de
su discriminante A =4p° +27q°. Luego, se tienen 3 casos posibles:

Caso L. A >0. En este caso (5) tiene una raiz real y dos complejas conjugadas.
Caso 1II. A <0. En este caso (5) tiene 3 raices reales distintas.
CasoIll. A =0. Enestecaso (5)tiene 2 o 3 raices reales.

Las cubicas de los casos I y III reciben el nombre de cubicas elipticas y como veremos ellas
son curvas simples, es decir sin puntos singulares. Las cubicas del caso II se llaman cubicas
racionales'. A continuacién se analizan las curvas de Weierstrass, de acuerdo a los casos recién
sefalados. En cada caso se incorporan ejemplos particulares. Paras las curvas de los ejemplos, se
analizan con herramientas del calculo, algunas de sus propiedades: intersecciones con el X,
tangentes verticales, puntos extremos y de inflexion.

Caso I: Estas ctbicas presentan solamente una rama. Veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1: y* = x> =3x+3

. 1 tangente vertical:

4 4
X~-2.1
1 28 « 4 puntos extremos, con
/_\L . f‘\ . tangentes horizontales:
T I R I 1 1L,z y (_ 1,J_r\/§)_

« 2 puntos de inflexion,
~ (0.3,£1.46).

« | tangente vertical:
X=-1.
« 2 puntos extremos, con
N tangentes horizontales:
A4 (0,£1).
« 2 puntos de inflexion:
(0,£1).

4 I
e

Ejemplo 1.3: y* = x> +3x+1

1 . . ., . . .
Pues ellas admiten una parametrizacion por medio de funciones racionales.
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. 1 tangente vertical:

X = 0.32.
« 0 puntos extremos.
.+ 2puntos de inflexion:
] I R B ] T S S ~ (0.44,£1.55).

Caso II. Estas ctbicas presentan un 6valo y una rama. Veamos el siguiente caso:

Ejemplo 2.1: y* = x> —3x+1
Ty R 3 tangente vertical:
X~—-188, x~035y

4
q| il X ~1.53.

,/\ phe 6 % /\ iy o K 2 puntos extremos.

0 IR L T
4

Tt 2 puntos de inflexion:
~ (2.19,£2.22).

Caso III. En este caso se presentan 3 situaciones diferentes, que dan origen a 3 clases de cubicas:
las ctbicas crunodales con un punto doble, las cubicas acnodales con un punto aislado y las
cubicas cuspidales con un punto, justamente, cuspidal.

Ejemplo 3.1: y* = x* —=3x+2 (Cubica crunodal).

b

v

« | tangente vertical:
X=-2.
« 2 puntos extremos.
(-1,£2).
L0 puntos de inflexion.
« 1 punto doble: (L,0).
Sus dos tangentes en
este puntos son

y =+/3(x=1).

Ejemplo 3.2: y*> = X’ —3x—2 (Cubica acnodal).
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Al " . 1 tangente vertical: X = 2.
« 0 puntos extremos.
« 0 puntos de inflexion.

e
[

i , ; .3« 1 punto aislado: (=1,0).

Ejemplo 3.3: y* = x* (Cubica cuspidal).

o %

g
g

. 0 tangente vertical.
0 puntos extremos.
« 0 puntos de inflexion.

1 punto cuspidal: (0,0).

It a8

-
-~
°

L I ! FoE R Su Gnica tangente en este

2t 2 punto es y=0.

En los casos precedentes se pueden observar los tipicos graficos de las ecuaciones cubicas.

Como se ha podido constatar el estudio y clasificacion de las cubicas supera el grado de
dificultad de las conicas. También se puede observar que en las cubicas aparecen puntos
especiales (singulares), como los puntos cuspidales, dobles y aislados, que ninguna de las
conicas presenta. El caso de las cuarticas, a su vez, el trabajo para su clasificacion es mucho mas
complejo.
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