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El mas bello Teorema®

Alberto Campos

Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia. Bogota.

David Wells, matematico inglés, hizo [Wells 1988] la propuesta de escoger el mas bello
teorema entre una lista de 24, mediante asignacion de un ntimero entre 0 y 10.

El resultado aparecio6 2 anos mas tarde [Wells 1990]. Hubo 76 respuestas.

Alguien asigno cero a cada teorema con el siguiente criterio: “La matematica es un instrumento.
El arte tiene belleza”. Tal punto de vista es muy discutible a partir del mismo. Se dice que lo que
es digno de hacerse, es digno de hacerse bien. El arte, en uno de sus aspectos, consiste en mezclar
lo agradable a lo util.

Quiza sea menos discutible la actitud de quien asigno6 10 a cada teorema.

De las 68 respuestas aceptadas como validas por Wells, result6 la clasificacion que se vera mas
adelante.

Antes precisa debatir los criterios invocados por los matematicos. El mismo Wells en la
presentacion de los resultados agrupa sus comentarios en 10 temas. Subrayo algunos de ellos.

Segin alguna respuesta, los teoremas no son usualmente bellos; son las ideas y las
demostraciones las que tienen atractivo: importante, bello, son calificativos diferentes.

Segun otra respuesta un teorema (quizas se refiera solamente al enunciado) no puede ser aislado
de las hipdtesis respecto de las cuales es derivado. Lo cual es natural: cuando un matematico se
refiere a un teorema, tiene en cuenta las circunstancias del teorema; en particular, condiciones de
validez, conceptos involucrados, alcance del enunciado. No tener en cuenta tales circunstancias
€S Como no tener teorema.

En la decision de los matematicos ha podido influir el hecho de que algunos enunciados son mas
mencionados que otros: Seria el caso para enunciados como los siguientes:

" +1=0
« El nimero de los nimeros primos es infinito
« Hay 5 poliedros regulares
« No hay ntimero racional con cuadrado 2
«  es trascendente
La mayor parte de las respuestas se apoyan en 2 caracteristicas: sencillez y brevedad.

! Publicado en MEMORIAS VII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y SUS APLICACIONES.

60



Revista del Instituto de Matematica y Fisica. Afio 10, N° 14 Noviembre 2007

Sencillez que no se confunde con facilidad. Hubo teoremas mal calificados por ser faciles pero
también hubo uno devaluado por ser muy dificil.

“Un teorema bello ha de ser sorprendente y profundo. Ha de proveer una nueva vision de la
matematica”. De alglin corresponsal toma Wells la sugerencia de Atiyah segin la cual “la
elegancia es poco mas o menos sindénimo de sencillez”.

No cita la exclamacion de Einstein! “Idea genial! Tan sencilla”.

Pero cita de ¢l esta otra: “Lo mas bello que se puede experimentar es lo misterioso. Es la fuente
de todo arte y de toda ciencia”.

Wells resta importancia a estos pareceres: ;Qué pasa cuando la novedad desaparece y cuando el
misterio es comprendido?

Sin embargo cita, como un teorema que sorprende siempre, el de la infinitud de los nimeros
primos.

Cabe apuntar que en Platobn y en Aristoteles hay pasajes que destacan el hecho de que
maravillarse de algo es ponerse en camino para formular una buena pregunta.

Alglin corresponsal hace notar la preferencia de Wells por resultados de la teoria de niimeros;
contrapuestamente otro respondedor escribe que Wells hubiera podido proponer mas resultados
de Ramanujan, lo que es decir, mas de la teoria de numeros.

Son numerosos los matematicos que se impulsan desde los enunciados sencillos y profundos de
la teoria de nimeros hacia la concepcion platonica de la matematica.

A mas de la sencillez y la brevedad, la generalidad en el enunciado o en el método de
demostracion también es justificacion aducida: “Me gusta la matematica porque me gusta la
generalidad”.

Y no faltd quien arguyera con base en las adquisiciones negativas: “Siento que la negatividad de
un enunciado hace mas dificil lograr la belleza”.

Destaco una de las conclusiones de Wells: es negativa. La idea de que los matematicos estan de
acuerdo en su enjuiciamiento estético de su ciencia es, por lo menos, demasiado simplista.
Efectivamente, no se advierte ningiin denominador comun.

Antes de continuar en el recuento de las opiniones de algunos matematicos acerca de lo estético
en matematica quiero transcribir el parrafo final de Wells.

Estoy seguro de que la matemética solo puede ser comprendida a fondo en el
contexto de la vida humana. La belleza en matematica ha de ser incorporada en toda
epistemologia de la matemética que se haga apropiadamente. Filosofias de la
matematica que ignoran la belleza seran forzosamente defectuosas e incapaces de
interpretar efectivamente las actividades de los mateméticos.
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Alguno de los matematicos que respondieron a la encuesta sugirié que tan verdadero es uno como
otro teorema, pero que la belleza es un criterio humano. Lo cual es aceptable en el sentido de que
la verdad matematica se establece mediante reglas 1dgicas. La objetividad matematica consiste en
la aplicacion sistematica de tales reglas estrictas. Mientras que como otro matematico escribid a
Wells “la belleza, incluso en matematica estd condicionada por contextos historicos y culturales”.

Vale decir, que la estética no tiene reglas como la sintaxis de la logica, verificables, en principio,
por quien lo desee. La belleza es una apreciacion mas bien personal dificilmente constatable por
criterios explicitamente formulados.

Dejando de lado a los lectores de The Mathematical Intelligencer puede acudirse a otras fuentes
en busca de asesoria acerca de la belleza en matematica. Moritz presenta la matematica desde
diversos aspectos, uno de ellos, el de la matematica como una de las bellas artes. Cita, 728, una
opinion con pretensiones, de Hermann Hankel, 1884, segun la cual la elegancia de la forma ha
llegado a ser un criterio de validez o de invalidez para una proposicion. A esta conviccion puede
oponerse la traida a cuento por un resefiador en el B.A.M.S., 1982, segtin la cual la elegancia es
competencia de sastres y zapateros; y se asegura alli mismo, sin precisar la fuente, que, poco
mas o menos, tal era el convencimiento de Boltzmann, Lichtenstein, Steinhaus, Marc Kac.

No sobra recordar el dictamen de Aristoteles [Metafisica. XIII. 3]: “Incurren en una falsa
afirmacion quienes aseveran que la matematica no se pronuncia acerca de lo bello ni de lo
bueno. De ello es de lo que trata y acerca de lo cual forja demostraciones en el més estricto
sentido de la palabra. Los aspectos mas salientes de lo bello son el orden, la simetria y lo que es
definido; y ello es lo que la matematica hace manifiesto en grado sumo”.

Entre las declaraciones aludidas ninguna ha sido la de matematicos destacados.

Por ejemplo es de notar la manera de pensar del matematico inglés Hardy [Hardy. p.86] creador
en teoria de nimeros:

Las configuraciones construidas por un matematico, lo mismo que sucede con las de
un pintor o un poeta, deben poseer belleza; las ideas, los colores y las palabras
deben ensamblarse de un modo armonico. La belleza es la primera piedra de toque;
en el mundo no hay lugar permanente para las mateméticas desagradables desde el
punto de vista estético.

Otro pasaje de Hardy [p. 131] es éste: “L0s universos imaginarios son siempre mucho mas bellos
que este universo ‘real’ estlpidamente construido; y la mayor parte de las més sutiles y
brillantes creaciones emergidas de la imaginacion de un matematico aplicado deben ser
repudiadas, desde el mismo momento de su creacion, por la brutal pero suficientemente valida
razon de que no se adaptan a los hechos”.

Wells cita una carta del matematico aleman Hermann Weyl en la que escribe: Mi obra tratd
siempre de unir la verdad con lo hermoso y cuando tenia que escoger entre lo uno y lo otro
escogia usualmente lo hermoso.
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El matematico historiador Morris Kline escribié: “Mucha investigacion para nuevas pruebas de
teoremas ya correctamente establecidos es emprendida simplemente porque las pruebas
existentes no tienen atractivo estético”. (Citado por Wells. 1988).

Quiero cerrar esta seccion en la que se han tenido en cuenta primero, algunas de las opiniones
manifestadas porque quienes respondieron a The Mathematical Intelligencer, luego, las de
algunos matematicos conocidos, con la mencion de dos notables pasajes de Poincaré, uno de los
mayores creadores de matematica de todos los tiempos.

He aqui el primer pasaje.

Sin este lenguaje que es la matematica, la mayor parte de las intimas analogias de
las cosas habrian sido siempre desconocidas por nosotros; habriamos ignorado
para siempre la armonia interna del mundo, Unica realidad objetiva verdadera...la
sola verdad a que podemos acceder. Si se afiade que la armonia universal es la
fuente de toda belleza, se entendera qué precio ha de atribuirse al lento y dificil
progreso que poco a poco nos capacita para conocerla mejor.

(Poincaré, citado por Moritz 1208).

Si en el anterior pasaje hay una especie de pensamiento cosmico, en el siguiente Poincaré
describe el sentimiento estético del matematico con base en su experiencia de profundo
investigador.

Los matematicos conceden gran importancia a la elegancia de sus metodos y
resultados. Esto no es mero diletantismo. Y qué es, en realidad, lo que da el
sentimiento de elegancia en una solucion, en una demostracion?. Es la armonia de
las diversas partes, su simetria, el equilibrio afortunado; en una palabra, es todo lo
que introduce orden, todo lo que implica unidad, todo lo que hace posible ver
claramente y aprehender a la vez el conjunto y los detalles. Precisamente lo que
aporta grandes resultados; de hecho, cuanto mas netamente es intuido un agregado
como de un solo golpe de vista, tanto mejor son percibidas las analogias con objetos
cercanos y tanto mas vislumbrables son posibles generalizaciones.

La elegancia puede producir la impresion de lo no antes visto debido al inesperado
encuentro de objetos que no estdbamos acostumbrados a ver reunidos; lo cual es, de
nuevo, provechoso puesto que despierta en el investigador afinidades no
sospechadas antes.

Es provechoso incluso cuando resulta meramente del contraste entre la sencillez de
los medios y la complejidad del problema; hace reflexionar acerca de la razén
para el contraste e induce con frecuencia a darse cuenta de que el azar no es la
explicacion, la cual ha de indagarse en alguna relacion imprevista. En una palabra,
la sensacién de elegancia matematica no es mas que la satisfaccion debida a alguna
adaptacion de la solucion a necesidades de la inteligencia y es precisamente por
tal adaptacion por la que tal solucién sirve como instrumento.
(Poincaré. Citado por Moritz 640).
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(Qué dejan en claro los diversos parrafos anteriores?. Mas como hipotesis de trabajo que como
intento de sintesis, selecciono cinco calificativos con el fin de enfocar con precision los teoremas

de la encuesta.

Son ellos:
« Aplicable
« General
« Profundo
o Sencillo

« Sorprendente

No voy a describirlos, sino que los utilizaré cuando me parezca que convengan a algiin teorema.

Me propongo hacer algunos comentarios esclarecedores acerca de 9 de los 10 primeros teoremas

clasificados. De los otros 15 voy a dar solamente su enunciado. Desafortunadamente, Wells no
entreg6 bibliografia especifica para ninguno de los 24 teoremas.
Los 24 teoremas segun su orden de clasificacion y con la nota promedio:
M | " +1=0 | 77
Q) | Formula de Euler para los poliedros: V-A+C=2 | 7.5
(3) | El nimero de los primos es infinito | 7.5
4) | Hay 5 poliedros regulares ‘ 7.0
) | 1+1/2° +1/3 +1/4 +--=7/6 | 7.0
(6) Una aplicacion continua del disco unidad cerrado sobre si mismo 6.8
tiene un punto fijo
(7 | No hay niimero racional cuyo cuadrado sea 2 | 6.5
®) | T es trascendente | 6.5
9 | Todo mapa plano puede ser dibujado con 4 colores ‘ 6.2
(10) | Todo primo de la forma 4n+1 es suma de 2 cuadrados de una sola manera ‘ 6.0
(11) | El orden de un subgrupo divide al orden del grupo ‘ 53
(12) | Toda matriz cuadrada satisface su ecuacion caracteristica ‘ 5.2
(13) Un icosaedro regular inscrito en un octoedro regular 5.0
divide las aristas segtn la razon 4urea
(14) T B 48
2-3-4 4.5-6 6-7-8 4
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(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
(20)

21

(22)
(23)

24)

Si los puntos del plano son coloreados en rojo, amarillo, o azul,
entonces hay un par de puntos del mismo color cuya distancia
mutua es la unidad

4.7

El numero de particiones de un natural en nimeros impares es
igual al nimero de particiones en naturales diferentes

4.7

Todo niimero mayor que 77 se puede descomponer en suma de
naturales tales que la suma de sus reciprocos es 1.

4.7

El numero de representaciones de un impar como suma de 4
cuadrados es 8 veces la suma de sus divisores; de un par, 24
veces la suma de sus divisores impares.

4.7

No hay tridngulo equilatero cuyos vértices sean puntos de una red.

En cualquier reunion social, hay un par de personas con el
mismo numero de amigos presentes

4.7

Escribir en una segunda linea, las partes enteras de los
multiplos de la aproximacién decimal para V2; en una primera
linea los naturales que no aparecen en la secuencia escrita
3 6 10 13 17 20 23 27 30..

12 4 5 7 8 911 12..

La diferencia en la columna n es igual a 2n.

4.2

El problema de las palabras para los grupos es insoluble.

El 4rea maxima de un cuadrilatero de lados a, b, ¢, d es

[(s—a)s-b)s—c)(s-d)]”

donde s es la mitad del perimetro.

3.9

sl = x* (A= Xy = x%)--f

[a=a-x)a-x)a-xb--f

Donde p(n) es el nimero de particiones de n.

= p(4) + pO)X+ p4HX +---

3.9

A proposito de la relacién (1)

Kline (408-409) describe la secuencia investigativa que conducird al resultado del cual es
una simple ocurrencia individual la formula favorecida con el primer puesto.

Entre 1707 y 1722, Abraham De Moivre (1667-1754), protestante francés exiliado en
Londres luego de la revocacion del Edicto de Nantes, investiga ciertas relaciones, que, con
la contribucion de otros matematicos, principalmente Euler, se transformaran en lo que se
suele llamar el teorema o también la férmula de De Moivre.

En 1714, Roger Cotes (1682-1716) mostrd que (i es la raiz cuadrada de -1)

65



Revista del Instituto de Matematica y Fisica. Afio 10, N° 14 Noviembre 2007

it =log,(cost+isint)
El 1740, Euler escribe a John Bermoulli que, dado que

y =2 cos X
yzeIX+ e-IX

son soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden y”+y = 0, han de ser
iguales.

En 1743, Euler (supo de Cotes solamente en 1748) estableci6 que
1 ix —ix
COSX = 5 " +e™)

. 1 iX —ix
SImx=—(e" —¢
2( )

De donde
e’ =e*(cosy +isiny)

Para el par de numeros reales x = 0, y = se obtiene la relacion €™ +1= 0. Lo que se llama
teorema o formula de De Moivre es la relacion

(cost +isint)" = cosnt +isinnt
A proposito de la relacion (2)
Es un teorema importantisimo, en cuya deduccion intervienen principalmente:

0 René Descartes (1596-1650)

¢ Leonhard Euler (1707-1783)

¢ Agustin Louis Cauchy (1789-1857)
¢ Henri Poincaré (1854-1912)

¢ James Alexander (1888-1971)

Descartes, 1639, lleg6 a resultados, no publicados, a partir de los cuales podria derivarse la
que Wells llama formula de Euler.

El manuscrito fue hallado y copiado por Leibniz, 1675; esta copia fue encontrada en 1860.

Euler, 1752, se ocupa en el tema de tal modo que posteriormente se dio su nombre a la
formula, aunque, al parecer la argumentacion de Euler no ha podido ser entendida del todo;
es curioso, por ejemplo, que no precise el tipo de poliedros para los cuales vale.

La demostracion, corriente actualmente, se basa en la que dio Cauchy, 1813. Elon Lages
Lima la califica de elegante.
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Un poliedro satisface las condiciones de Cauchy, si y solo si es homeomorfo a una esfera, es
decir, si puede aplicarse biyectiva y continuamente el poliedro a la esfera, la esfera al
poliedro.

Poincaré, 1893, con base en una teoria, la homologia, parte central de la topologia algebraica,
creada por el mismo Poincaré, extiende el teorema a n dimensiones.

Aparecen ciertos grupos, llamados de homologia, cuya invariacion topologica (es decir,
mediante transformaciones como las que se pueden hacer sobre una lamina de caucho: estirar
o encoger sin rasgar) demostrdé Alexander, 1915.

V-A+C =2 donde V es el nimero de vértices, A ¢l nimero de aristas, C el nimero de caras
de un poliedro, puede llamarse la formula de Euler.

V—A+C = 2-2g es la caracteristica de Euler-Poincaré, donde g es un nimero que indica otra
propiedad, el género de una superficie. Cuando g = 0 (esfera) se obtiene la formula de Euler.

Es un teorema importantisimo, se dijo un poco antes. No es una expresion retorica o de
comun exageracion. Es una aseveracion argumentable mediante los cinco calificativos
consignados antes que este es el mas bello de los teoremas en la lista de los 24 dados.

En cuanto al primero, aplicable, baste decir que la determinacion del nimero de poliedros
regulares (enunciado (4)) puede lograrse a partir de V-A+C = 2. El problema de los cuatro
colores no es que pueda intentarse mediante la relacion euleriana, sino que cuanto se sabe
hasta ahora del problema pasa por dicha relacion. De seguro, la relacion es igualmente
utilizable en los problemas de cubrimiento de areas.

Como mejor puede apreciarse la generalidad del enunciado es por comparacion con el cuadro
adjunto de cinco geometrias, donde la mas general figura en la primera linea.
Cuadro sinoptico de cinco geometrias

Espacio Grupo Geometria Invariante
Fundamental
Topolégico Homeomorfismos Topoldgica Abierto
Proyectivo Proyectividades Proyectiva Alineacion
Afin Afinidades Afin Paralelismo
Afin euclidiano Similitudes Simil Angulo (forma)
Afin euclidiano Isometrias Isométrica Distancia (tamafo)

La profundidad del enunciado es principalmente apreciable cuando se piensa que es caso
particular del teorema mucho mas general llamado de la caracteristica de Euler-Poincaré
derivable dentro de una disciplina matematica llamada topologia diferencial
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Se ve la sencillez del enunciado por el hecho de que para entenderlo basta contar y hacer
adiciones y substracciones, con base en un disefio.

El resultado es sorprendente o inesperado si se echa de ver que Platon anduvo buscando
relaciones entre los tridngulos que componen los sélidos que llevan su nombre y que tal
relacién no se le ocurrid; ni se le ocurrid a quienes estudiaron posteriormente los didlogos
platonicos, especialmente Timeo, con fuerte inclinacion contemplativa; ni pens6 en ella
Kepler, quien tanto trasegd con los cuerpos platonicos.

Es mas, el pleno establecimiento del enunciado se logra ya iniciado el siglo XX.

La relacion es intuitivamente verificable segun las siguientes ilustraciones.

\V/ A C V-A+C

Tetraedro 4 6 4 2
Hexaedro o cubo 8 12 6 2
Octaedro 6 12 8 2
Dodecaedro 20 30 12 2
Icosaedro 12 30 20 2
Piramide 5 8 5 2
cuadrada

Prisma triangular 6 9 5 2
Piramide 6 10 6 2
pentagonal

Prisma 6 12 8 2
pentagonal

Hexaedro 10 15 7 2
truncado

Torre’ 9 16 9 2
n-prisma’ 2n 3n n+2 2
n-piramide’ n+l 2n n+l 2
n-doble pirérnide5 n+2 3n 2n 2

2 Torre es una piramide sobre un cubo.

* n-prisma es un prisma cuya base es un poligono de n aristas.

* n-piramide es una piramide cuya base es un poligono de n aristas.

> n-doble piramide: esta formada por 2n-piramides que estan sobre aristas opuestas de una base comun.
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A proposito de la relacion (3)

Elementos IX 20: Hay mas numeros primos que cualquier multitud asignada de ntimeros
primos.

Actualmente se dice que el conjunto de los nimeros primos es infinito.

Demostracion (casi la de Euclides)

Sean: a, b, c...k los nimeros primos dichos. Hagase el producto y afiadase 1.

O abc..k+1 es primo, o no es primo.

Si es primo, hay entonces un primo mas que lo que se habia dicho.

Si no es primo, entonces ha de ser divisible por algiin primo (VII 31). Sea p. p no es ninguno
de los dados a, b, c,..k. Si asi fuera, entonces dividiria el producto. Pero no divide al
producto, por el resto 1. Pero divide a abc...k+1. Por lo tanto divide al residuo que es la
unidad. Lo cual es absurdo. Por lo tanto, p no es uno de los primos de la lista de todos los
primos y p es primo. Por lo consiguiente, en ambos casos hay un primo mas de lo que se
habia dicho.

Contra la hipotesis.

Asi que hay mas primos que cualquier conjunto asignado. u

A proposito de la relacion (4)

Elementos (Euclides). Teorema XIII 18.

Ninguna otra figura, fuera de estas cinco, puede ser construida, de manera que esté contenida
por figuras equiléteras, equiangulares, iguales entre si porque un angulo sélido no puede ser
construido con dos triangulos ni con dos planos.

Con 3 triangulos se construye el angulo del tetraedro, con 4 el angulo del octaedro, con 5 el
angulo del icosaedro.
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Un angulo so6lido no puede ser formado por 6 tridngulos equilateros y equiangulos, puestos
juntos en un punto, ya que siendo el angulo del tridngulo equilatero dos tercios de un angulo
recto, los 6 serian iguales a 4 angulos rectos: lo cual es imposible, porque todo dngulo s6lido

es contenido por angulos menores que 4 angulos rectos (X1 21).

Por la misma razon, un angulo s6lido no puede ser construido con mas de 6 triangulos. El
angulo del cubo es contenido por 3 cuadrados, pero es imposible que un angulo solido sea

construido con 4 cuadrados, porque serian 4 angulos rectos.

El 4ngulo del dodecaedro es contenido por 3 pentagonos equildteros y equiangulos; pero, es
imposible que un angulo solido sea contenido por 4 pentdgonos dado que, siendo el angulo
del pentagono regular un recto y un octavo, los 4 angulos serian mayores que 4 angulos

rectos. Imposible.

Ni puede un angulo sdlido estar contenido por otras figuras poligonales por la misma razén de

absurdidad.

Mediante geometria cartesiana se logra igualmente la determinacion de los 5 poliedros regulares,
a condicion de conocer la relacion de Euler V-A+C = 2, donde V es el numero de vértices, A el

de aristas, C el de caras del respectivo poliedro regular.

En efecto:
Si L es el numero de lados de cada cara puesto que cada lado es comn a dos caras: LC = 2A.

Si m es el nimero de lados que concurren en cada vértice puesto que cada lado limita con dos

vértices: mV = 2A
Por lo tanto
2=V-A+C=2A/m-A+2A/L=2A [1/m—1/2+1/L]
De donde
1/A = 1/L+1/m—1/2
Ahora bien:
Un poligono tiene al menos 3 lados, asi que L > 3.

Un angulo poliedro tiene al menos 3 lados que concurren en un vértice m > 3.

Si Ly m fueran ambos iguales a 4, seria 1/A =0. Imposible. A ha de ser un natural.
Por lo tanto, L y m no pueden ser al mismo tiempo mayores que 3.

Si L=3 y m=3 se obtiene el tetraedro.
Si L=3 y m=4 se obtiene el octaedro.
Si L=3 y m=35 se obtiene el icosaedro.

No hay mas posibilidades para m.

Si m =3y L =4 se obtiene el cubo o hexaedro
Si m=3yL =5 se obtiene el dodecaedro

No hay mas posibilidades para 1.

Estos 5 son todos los casos posibles.
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Por lo tanto, en 3 dimensiones solo hay 5 poliedros regulares.
Es de anotar la gradacion

En dos dimensiones hay infinitos poligonos regulares.
En tres dimensiones hay 5 poliedros regulares.
En 4 dimensiones hay 6 hiper poliedros regulares.
En cada espacio de n>4 dimensiones hay 3 hiper poliedros regulares.
(Courant - Robbins pp. 242 - 246).

A proposito de la relacion (6)

Si la transformada de un punto x es f(x), entonces, un punto fijo es aquel para el cual se cumple
que f(x) =x.

Brouwer, 1911, establecié que toda transformacion continua de una esfera 2n-dimensional en si
misma posee por lo menos un punto fijo. En particular: Una transformacion continua de un disco
circular sobre si mismo posee por lo menos un punto fijo.

1922. Birkhoff y Kellog generalizaron el teorema a espacios infinito dimensionales de funciones.
1930 y 1934. Schauder, y, Leray aplicaron el teorema para probar la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales.

Al rotar una vasija que contenga liquido, sin que haya translacion para que la aplicacion sea del
liquido sobre si mismo, se tendra una particula de liquido, por lo menos, que quedara en el punto
inicial.

(Kline pp. 1178 - 1179).
A proposito de la relacion (7)

Es de anotar que los nimeros han sido creados progresivamente.

Primitivos seres humanos: 1,2,3...

Griegos: racionales, \/2,. T, raices en general.
Babilonios ¢ indios: cero

Siglo XVII : e

Siglo XVIII : complejos

Siglo XIX : algebraicos, trascendentes.

El historiador de la matematica y editor inglés de los Elementos, Thomas Heath [The thirteen
books of the Elements. Volumen I. Books I y II. Reprint 1956. Dover. 432 pp.] escribe lo que
sigue, muy digno de tener en cuenta:

Vogt sefiala que se necesita superar 3 etapas antes de que sea descubierta realmente la
irracionalidad de la diagonal de un cuadrado:

1. Reconocer como inexactos cualesquiera valores encontrados por medicion directa o por
calculos basados en ella.

2. Llegar a la conviccion de que es imposible obtener una expresion aritmética exacta del
valor.

3. Probar tal imposibilidad
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Asi por ejemplo, no habia llegado a tener conciencia de tal irracionalidad una fuente india
que da como V2 la aproximacion 1+1/3+1/(3-4) —1/(3-4:34).

En cambio, eran conscientes de tal irracionalidad los pitagoricos, quienes no solo idearon
diversos algoritmos que ponen de manifiesto que han pasado por los niveles 1 y 2 de Vogt,
sino que forjaron (paso 3 de Vogt) una célebre demostracion por reduccion al absurdo para
establecer que V2 no es un racional. Si asi fuera se tendria b/a= \2 con a, b primos entre
si. En efecto seria:

b’=a’+a’=2a’ (teorema de Pitagoras)

2a’es par

b es par (1,2)

Seab=2c (3)

a es impar (@, b son primos entre si)

b*=(2c)*=4c’=2a* (1,4)

2¢*=a’ (6)

2¢% es par

. aespar (7,8)

10. a es simultaneamente par e impar (5,9) lo cual no puede ser. u

AR S A e

De ahi, el comentario de Aristoteles (Primeros Analiticos I 23. 41 a 26):

Se demuestra que la diagonal del cuadrado es inconmensurable con los lados, mostrando
que si se supone que es conmensurable, los nimeros pares seran lo mismo que los nUmeros
impares.

Hardy, especialista en teoria de nimeros, muestra con el siguiente argumento que los
irracionales interesan solamente a la matematica como tal, no a las aplicaciones.

Si pensamos en el teorema de Pitagoras, es facil darse cuenta de que para un ingeniero los
nameros irracionales no poseen la mas minima importancia, pues él se halla interesado en
cantidades aproximadas y toda aproximacion es racional.

A proposito de la relacion (8)

Un numero racional, x = p/q, satisface a la ecuacion de primer grado qx-p = 0. Numero
algebraico es un numero real o complejo, raiz de una ecuacion de coeficientes enteros.

ax'+---+ax+a,=0, n>1, a, #0.

\/E es un namero algebraico de grado 2 porque es raiz de X° =2 =0, y no es raiz de
ecuacion de grado 1.

7 . 7 3 ’
/2 es un nimero algebraico de grado 3 porque es raiz de X° —2 =0, y no es raiz de
ecuacion de grado inferior.

Toda raiz de una ecuacion con coeficientes enteros de grados 3, 4, 5... es un numero
algebraico, sea 0 no expresable mediante radicales.
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Numero algebraico es una generalizacion de nimero racional, caso en que el grado es 1.

El conjunto de los nimeros algebraicos es numerable.
El conjunto de los nimeros reales no es numerable.
Los numeros algebraicos son un subconjunto del de los reales.

Puede decirse que 7 es el area de un circulo de radio 1, o la longitud de una circunferencia de
radio 1/2.

Desde hace mas de 4.000 afios se sabe que el nimero de veces en que el didmetro esta
contenido en la circunferencia, es siempre el mismo, no importa cudl sea el tamafio de la
circunferencia.

Es decir, si el diametro mide un centimetro, un metro, un kilometro, entonces la
circunferencia mediria respectivamente  centimetros, m metros, © kilometros.

Todavia de otra manera: Para dos circunferencias, una de longitud C y didmetro D, otra de
longitud C’ y diametro D’, se cumple que C/D = C’/D’.

Un matematico inglés, William Jones, habia propuesto designar por la letra griega m, la
relacion de la longitud de la circunferencia a la del diametro; la designacion solo se impuso,
desde 1737, cuando la propuso Euler. Los babilonios habian logrado mostrar que

25/8 < m <22/7

En el papiro Rhind el valor para n es 1 = 256/81 = 3,16.

10 1
Arquimedes obtuvo 3,1416; mostrd que 37 <m< 37.

En 1873, el inglés William Shanks calculé a © con 707 decimales.
En 1947, alguien mostr6 que el calculo de Shanks estaba errado desde la cifra 527.

El calculo manual fue sustituido por el de con ayudas de maquinas. Primero se obtuvieron
808 decimales.

En 1967, en Francia, una computadora en 28 horas, 10 minutos arrojéo 500.000 decimales
(Un libro aburrido, comentd algun lector benévolo).

En 1984, en Estados Unidos, se obtuvieron 10.013.395 decimales exactos.

(Qué interés pueden tener tantas cifras decimales? De hecho, ninguno. O como dice el
profesor brasilefio Elon Lages Lima, esos calculos existen por el mismo motivo por el que
existen los Records Guinness.

Para célculos técnicos, las condiciones del problema prescriben la aproximacion permisible.
Y tan equivocado seria emplear pocas como emplear muchas cifras decimales al arbitrio.
Pueden ser tales céalculos una experiencia interesante desde el punto de vista tedrico en
cuanto pueden contribuir a afianzar la intuicioén de los niimeros reales.

73



Revista del Instituto de Matematica y Fisica. Afio 10, N° 14 Noviembre 2007

Nada tan convincente para llegar a la conviccion de que es imposible obtener una expresion
aritmética exacta como constatar por calculo efectivo que no aparece decimal periodico
alguno en tan elevado numero de cifras.

Euler llamo trascendentes a los niimeros no algebraicos porque trascienden al poder de los
métodos algebraicos.

La irracionalidad de & fue establecida en 1761 por Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
Leonhard Euler (1707-1783), en 1748, y Lambert, en 1768, habian conjeturado la
trascendencia de e, de m, y de otros nimeros. Liouville construy6, 1844, algoritmos para
calcular con nimeros trascendentes.

Hace poco mas de un siglo fue establecido el teorema siguiente:
La expresion Ce* +C,e® +C,e™ +--- nunca se anula, donde los ¢; son enteros no todos
nulos, los a; son numeros algebraicos diferentes, y € es la base de los logaritmos neperianos

Charles Hermite (1822-1901) hizo la demostracion, 1873, para el caso en que coeficientes y
exponentes son racionales. Resulta la trascendencia del numero e.

Ferdinand Lindemann dio, 1882, la demostracion para el caso general. Resulta la
trascendencia del namero 7.

Karl Weierstrass (1815-1897) public6, 1885, una simplificacion de la prueba.
P. Gordan (1837-1912) hizo una mas, 1893.

El séptimo problema de Hilbert, Paris 1900, es el siguiente: &2ﬁ es trascendente?. Si. (C.L.
Siegel, y, A. Gelfond. 1934): Es trascendente cualquier numero a° donde a es algebraico
diferente de 0, de 1; y, b es algebraico irracional.

Kronecker, con socarroneria, se habia permitido decir a Lindemann: “Qué valor tiene su
hermosa demostracion si los nimeros irracionales no existen?”. Hilbert, empero, expresa la
admiracion de los matematicos por los trabajos de Hermite y Lindemann.

P.W. Bridgman piensa que € es un “programa de procedimiento” mas que un numero por no
poder ser expresado completamente con cualquier cantidad de digitos.

A mas de las trascendencias de € y de @ hay otras consecuencias que sin exageracion pueden
calificarse de espectaculares.

Es imposible, con regla y compas, construir un cuadrado cuya area sea igual a la de un
circulo dado porque todo nimero construible es algebraico, m no lo es, y 7 interviene
fundamentalmente en el problema.

La curva exponencial y = e* pasa por un {inico punto algebraico (0,1). La curva logaritmica,
y = logx, tiene un Unico punto algebraico real, a saber (1,0). La sinusoide y = sen X tiene
un conjunto numerable de puntos algebraicos.
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Ahora bien, los puntos del plano con coordenadas que son nimeros algebraicos forman un
conjunto denso en el plano.

Las 3 curvas sefialadas, entre otras, tienen la notable propiedad de pasar por un conjunto no
numerable de puntos con coordenadas trascendentes, esquivando, como quien dice, todos los
puntos de un conjunto denso.

En muchas relaciones matematicas interviene 7, a veces inesperadamente. Por ejemplo, la
probabilidad para que dos naturales escogidos al azar sean primos es de 6/n

A proposito de la relacion (9)

Se trata de un problema, dice Dieudonné, planteado hacia 1850 y que fasciné en seguida a
los matematicos por la simplicidad de su enunciado y la dificultad de su solucion.

En los libros ingleses, el problema es originariamente inglés; pero en ;Qué es la
matematica?, uno de cuyos autores, Courant, es aleman, el problema fue propuesto por
August Ferdinand Mobius (1770-1868) en 1840 precisamente.

Corrientemente se habla del problema de los cuatro colores. Diversas publicaciones, libros o
articulos, llevan ese titulo. A veces se dice también conjetura de los 4 colores. Raramente se
oye decir teorema de los 4 colores. Quienes resolvieron el problema, Appel y Haken,
escriben:

Con este caso ha aparecido un nuevo e interesante tipo de teorema, para el
cual no hay una prueba de tipo tradicional

En efecto, no se da cuenta de todos los casos posibles, como lo exige un teorema cualquiera,
sino que heuristicamente, se logra mostrar que es suficiente examinar casos hasta un tope de
1936 “configuraciones bien determinadas para tener la seguridad de que con 4 colores es
posible colorear cualquier mapa” (Dieudonné, p. 115, se permite subrayar el cuantificador
universal cualquiera).

La historia segun aparece en el extenso libro de Appel y Haken, o en el de Saaty y Kainen, a
grandes rasgos es como sigue.

No sobra citar antes la afirmacion de Saaty y Kainen, p. 4:

La historia de la conjetura de los cuatro colores muestra ampliamente cuantos
errores se han cometido acerca de este problema.

He aqui el enunciado:

Cuatro colores son suficientes para colorear cualquier mapa sobre el plano
0 sobre la esfera de manera que no haya 2 regiones con frontera comudn
que tengan el mismo color.

Frederick Guthrie, estudiante en el University College de Londres, recibié en 1852 una
carta de su hermano, ya egresado del mismo centro educativo, Francis Guthrie (1831-1899)
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en la que le pide que consulte al eminente profesor Augustus de Morgan (1806-1871)
acerca de con cuantos colores es posible colorear el mapa de Gran Bretafia.

En 1878, el matematico inglés Arthur Cayley (1821-1895) somete el problema a la London
Mathematical Society.

Una de las contribuciones mas importantes al problema de los 4 colores fue la de Arthur
Bray Kempe (1849-1922). Nomenclatura, enfoque y métodos de Kempe han sido utilizados
incluso por Appel y Haken al resolver el problema. En 1879, Kempe pens6 haber
demostrado la conjetura. Lo cual se creyo6 durante 11 afios.

Un mapa se dice normal si la representacion de un pais no encierra la de otro y si no mas de
3 paises se encuentran en un punto. Kempe se esforzo en establecer que para mostrar la
conjetura de los 4 colores es suficiente mostrar que no puede haber un mapa normal con 5
colores.

Que parte de la argumentacion de Kempe no es valida es lo que hace presente Percy John
Heawood (1861-1955) en 1890.

Kempe habia dejado en claro que en un mapa normal hay al menos un pais con 2, 3,4, 0, 5
fronteras y que no hay paises con 6, o mas fronteras. Todo mapa normal ha de contener
alguna de las 4 configuraciones. Es inevitable un conjunto de tales configuraciones.

Una segunda idea, a mas de la inevitabilidad es la de la reducibilidad. Una configuracion es
reducible si hay manera de mostrar que tal configuracion no puede aparecer en un mapa con
5 colores. Se trata entonces de determinar un conjunto inevitable de configuraciones
reductibles.

« En 1879, Story, a partir del trabajo de Kempe, hace una reduccion a la conjetura.

- En 1880, Tait cree haber “probado” la conjetura.

. En 1891, se establece que la conjetura de los 4 colores es equivalente a una conjetura en
que se colorean aristas.

. En 1898, Heawood enuncia la conjetura en términos algebraicos.

« En 1912, Veblen expone la version proyectiva.

« En 1913, George David Birkhoff (1884-1944) da nuevos rumbos a la investigacion del
problema al refinar los procedimientos de Kempe. En particular introduce la nocién
de polinomio cromatico, con la que trabajaran Lewis, Whitney, y, Tutte.

o Phillip Franklin (1898-1965) introduce el numero de Birkhoff, y, muestra que un mapa
con 5 colores ha de contener al menos 22 paises. Cota que el mismo Franklin sube a 25
en 1922; es decir, establece que todo mapa con 25 o menos paises o regiones puede ser
dibujado con 4 colores, o de otra manera, si se quiere trabajar en un contra ejemplo para
la conjetura de los 4 colores ha de buscarse en un mapa por lo menos con 26 paises.

« En 1925, Errera anota que todo mapa con no menos de 26 regiones o paises ha de
contener, minimo, 13 pentagonos.

« En 1926, Reynolds eleva la cota a 28. En 1931, Whitney introduce la nocion de grafo
dual. En 1937, Franklin eleva la cota a 32.
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« En el mismo 1937, Winn muestra que ha de haber al menos 2 paises con mas de 6 aristas
en un mapa como el de Franklin.

« En 1938, Franklin muestra que cualquier mapa irreducible cuya cota inferior sea 32 ha
de contener por lo menos 15 pentagonos.

« En 1940, Winn eleva la cota inferior, de paises o regiones, a 36.

« En 1970, Ore y Stemple elevaron la cota a 40. La cota fue llevada a 52 y finalmente a 96.

El gran matematico Herman Minkowski dijo alguna vez a sus estudiantes que la conjetura de
los 4 colores no habia sido establecida todavia debido a que solo matematicos de tercera
categoria se habian ocupado de ella “Creo que puedo probarla”, declard. Tiempo después,
admitid “El cielo estd enojado por mi arrogancia; también mi prueba es defectuosa”.

Donde estaria hoy esta secuencia si en los afios 70 no hubiera intervenido un computador que
trabajé durante 1200 horas, ejecut6d 10'° operaciones 16gicas para examinar 1936 casos?

El problema fue resuelto en junio de 1976 en cuanto gracias a la multitud de casos
examinados por el computador, Appel y Haken llegan a la conviccion de que no hay mas
posibilidad para un mapa que requiera 5 colores. No se demostré un teorema, en el sentido
clasico de la expresion, de dar cuenta de todos los casos posibles. Guardadas las debidas
proporciones, es como asegurar que en el desarrollo decimal de m no puede haber periodos
porque en 10 millones de cifras no ha aparecido ninguno.

La conjetura de los 4 colores estd practicamente resuelta, en sentido afirmativo, pero no hay
en el sentido que el término ha tenido desde los griegos, un teorema de los 4 colores.

A proposito de la relacion (10)

Todo ntimero primo de la forma 4n+1 es la suma de dos cuadrados de una sola manera. He
aqui un pequenio numero de verificaciones.

41+1=5=2"+1°

42+ 1=9. No es primo
43+1=13=3"+2
44+1=17=4+1
4-5+1=21. No es primo
4-6 + 1 =25. No es primo
47+1=29=5"+2

, 4-8 +1=33. No es primo

, 49+1=37=6"+1

0, 410+1=41=5"+47

1, 411+ 1=45.No es primo
n=12, 412+ 1=49.No es primo
n=13, 413+1=53=7"+2
n=14, 4-14+1=57.No es primo
n=15, 415+1= 61=6>+5
n=16, 416+ 1= 65.No es primo
n=17, 417+ 1= 69.No es primo

-

- - -

-

-

S BB BB BB BB BB
Il
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n=18, 418+1=73=8"+3?
n=19, 419+ 1=77.No es primo
n=20, 420+ 1=281.No esprimo
n=21, 421+ 1=285.No esprimo
n=22, 422+1=89=8"+5"
n=23, 423+ 1=93.No es primo
n=24, 424+1=97=9>+47
n=25 425+1=101=10*+1°
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