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Este articulo trata de determinar valores aproximados al numero =, calculando los perimetros
de poligonos regulares inscritos y circunscritos en una circunferencia de radio R (se podria tomar,
sin perder generalidad, R = 1).

El nimero 7 resulta del cuociente entre el perimetro de una circunferencia y su didmetro. La
notacion 7, segun la historia, fue usada por primera vez por el matematico galés William Jones en
1706 y popularizada por Leonhard Euler en su obra Introduccion al Calculo Infinitesimal. El
matematico aleman de origen francés Johann Heinrich Lambert, alrededor de 1761, demostrd que
se trataba de un nimero irracional, es decir, no se puede expresar como el cuociente entre dos
numeros enteros; en el Siglo XIX, otro matematico alemén, Ferdinard Lindermann probo6 que era
trascendente, es decir, no es raiz de ningin polinomio con coeficientes enteros. Estos hechos
cerraron la posibilidad de obtener © como una cifra exacta y que la cuadratura del circulo no tiene
solucion. Es una de las constantes que mas se repite en ecuaciones de la fisica, por eso despierta
gran interés en los matematicos y aficionados.

Recordemos que el perimetro de un poligono regular inscrito debe ser menor que el

perimetro de la circunferencia respectiva, y que el perimetro de ésta tltima debe ser también
menor que la de un poligono circunscrito. Esto lleva a las siguientes desigualdades:

p, <22R<P,, k=3 (1)

Figura 1

donde R es el radio de la circunferencia, px y Pk son los perimetros de los poligonos inscrito y
circunscrito, respectivamente.
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Designaremos en lo que sigue por AB al segmento que une el punto A con B; AB denotard la
longitud de dicho segmento. También, representaremos por I y Ly las longitudes de un lado de
los poligonos inscritos y circunscritos en una circunferencia de radio R, respectivamente.

Ahora vamos a buscar relaciones entre todas estas magnitudes.

Supongamos que conocemos la longitud |, ;cémo pasar a la longitud |, ?

Observando la figura adjunta, si AB = I,y
C es la mitad del arco AB, entonces
AC =1,,.

Por la relacion pitagorica

OE = Rz—liz
2

y por lo tanto

De donde

1, = \/R(zR—,/4R2 —12 ) m>2 )

Si m=3, se trata de un triangulo equilatero cuyo lado mide I, = V3R; si m=4, es un cuadrado

conlado I, = V2 R;cuando m =35, es un pentagono regular de lado |, :% 10-2+/5R.

Por ejemplo, al usar la formula (2) para m = 5, del pentdgono regular obtenemos:

L /2_ 3+2\/§R

| =\/2— 2+3+2*/§R

5.22
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5.23

| =\/2—\/2+ 2+3+2\/§ R

y asi sucesivamente.

Para todos los casos, notamos que en la raiz con signo menos aparece una sucesion recursiva del
tipo
C, Cuna constante positiva

a, =
an+1 = V2+an

Sus cuatro primeros términos son:

a,=c, a,=+2+cC, a,=+v2++2+cC, a4:J2+V2+¢2+c.

No es tan complicado comprobar que a medida que n crece y crece sin limite, entonces a, se
aproxima al 2, independiente del valor que le asignemos al primer término a;= ¢ > 0.

En particular, para el pentdgono regular, con una calculadora de bolsillo se encuentra que:

c=4a ~ 1.6180339887499
a, = 1.9021130325903
a, = 1.9753766811903
a, = 1.9938346674663
a, ~ 1.9984580724815
a, ~ 1.9996144809641
a, = 1.9999036179187
a, ~ 1.9999759043345
Siguiendo con el pentagono y esta sucesion a,,a,,a;, :+,a,,--; podemos escribir:
ls, = 2-4
s = V274
. = 2-3&
520 = N2y
I = 4J2-a

En general, para un poligono regular de m lados podemos definir

| =.2-a

m.2n n °

m>3, nxI.
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AR —12
Donde alsz y a,, =+/2+a, paran>1.

Para usar la férmula primero debe decidir m, o sea, el numero de lados del poligono regular

VAR -1
R

Para obtener una cota superior de la longitud de una circunferencia, buscaremos una féormula para
determinar la longitud Ly, de un poligono regular circunscrito.

inicial, segundo calcular &, correspondiente al lado |, por a, =

En la Figura 3, supongamos que AB = I, es la longitud del lado del poligono regular inscrito en la
circunferencia de radio Ry CD = L, la del circunscrito respectivo.
De los triangulos semejantes OAE y OCF, se tiene

F
C\/ b
A 5 T
oF_AE
OF OE ©
Figura 3
Donde
raY=i 2 Im ’ ~C I-m AE Im N
OE=,/R"—| 2| , CF=-—1, AE =T OF =R
2 2 2
Es decir,
L., B
2R
despejando,
21 ‘R
L =—2——, m2>3.

NI SN

Como dijo un maestro de la construccion vamos “concretando”... Si tenemos un poligono regular
inscrito de m-2" lados, entonces los perimetros tanto del inscrito como el circunscrito, seran:

p,=m-2"1 . =m-2"/2-aR

B .ol - m-2"21 R m-2"2-a .
m2" m2" 2 2 -
JAR 12 J2+a,
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Por la desigualdad (1), que se encuentra al inicio de estas notas, se obtiene

m-2"./2—a
m-2"2—a R<27R<——¥° % R

J2+a,

es decir, el nimero © “queda entrampado” como sigue

2-a,
m-2""J2-a, cqe LN , m=>3,nx>1.

2+a,

Asi como lo perfecto no es sinonimo de lo bueno, tampoco lo eficiente es sinéonimo de lo
hermoso.
A pesar de la ineficiencia, vamos a tomar m = 5y n = 7, o sea, partimos con un pentagono de

lado I _E 10-2+/5R, con a, = 1/3+2\/§ y el poligono regulares es de 6+2’=640 lados, solo

para mostrar los valores entre los que se encuentra el numero m, de acuerdo a la ultima
desigualdad. Después de usar una calculadora jubilada y que ha sufrido varios tec-cerrados, se
obtiene que

3,141611306 < 7 <3,141620778

Ap2 _p2
% = \/5 .Tomando n=8,

Otro ejemplo es el caso del hexagono, aqui m=6, I,=R y a, =

= 3.141586586 P

se obtiene ag= 1.999983267 y P 62"

628 =3.141593157

De todas maneras maravilla el como lo pudo hacer Arquimedes, cuando las calculadoras se
llamaban abacos. Debe ser dificil, por no decir imposible, dibujar un poligono de 1536 lados,
nimero que en matematica es la nada misma.

Quien tenga una calculadora de mayor capacidad resolutiva o con la ayuda, por ejemplo, de
Excel puede intentar con otros poligonos (m diferente) y n de mayor valor para obtener mejores
aproximaciones de 7.
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